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Abstrakt
Tato diplomova´ pra´ce je zameˇrˇena na vyuzˇit´ı frakta´l˚u v difraktivn´ıch opticky´ch prvc´ıch.
Jsou zde zkouma´ny vlastnosti difrakcˇn´ıch obrazc˚u, ktere´ prˇ´ıslusˇ´ı jak r˚uzny´m frakta´l˚um, tak i
neˇktery´m jednodusˇsˇ´ım nefrakta´ln´ım struktura´m. Difrakcˇn´ı obrazce jsou vytva´rˇeny pocˇ´ıtacˇem
pomoc´ı programu napsane´ho v programovac´ım jazyku Delphi. Da´le jsou probra´ny mozˇnosti
vyuzˇit´ı frakta´l˚u v bezpecˇnostn´ıch opticky´ch prvc´ıch (hologramech) a jejich vy´hody oproti
klasicky´m nefrakta´ln´ım struktura´m.
Summary
This diploma project is focused on use the fractals in diffractive optical elements. Proper-
ties of diffraction patterns of various fractals are investigated. Properties of some simpler
non-fractal structures are investigated too. Diffraction patterns are created by computer
with program written in Delphi programming language. Potentialities of use the fractals in
security optical elements (holograms) and their advantages against the classic non-fractal
structures.
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0 U´vod
Specia´ln´ı opticke´ prvky a jejich uzˇit´ı pro zabezpecˇen´ı dokument˚u a cenin je neusta´le se
rozv´ıjej´ıc´ı odveˇtv´ı vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı nejmoderneˇjˇs´ı techniku, ktera´ umozˇnˇuje vytva´rˇet objekty o roz-
liˇsen´ı neˇkolika desetin mikrometru. Ovsˇem s rostouc´ımi technicky´mi mozˇnostmi vy´robc˚u ros-
tou i technicke´ mozˇnosti padeˇlatel˚u. Vy´robci se tedy mus´ı snazˇit produkovat takove´ opticke´
bezpecˇnostn´ı prvky, ktere´ budou v mikroskopicke´m pohledu co nejslozˇiteˇjˇs´ı (z d˚uvodu obt´ızˇne´
padeˇlatelnosti). Za´rovenˇ tyto prvky mus´ı by´t sp´ıˇse jednoduche´ v pohledu makroskopicke´m.
Pravost by meˇla by´t alesponˇ v za´kladu rozpoznatelna´ pouhy´m okem nebo neˇjakou jednodu-
chou metodou.
Zaj´ımavy´m rˇesˇen´ım tohoto proble´mu by mohlo by´t pouzˇit´ı frakta´l˚u. Frakta´ly totizˇ zp˚uso-
buj´ı opticke´ jevy, ktery´ch nelze prˇi pouzˇit´ı klasicky´ch opticky´ch prvk˚u dosa´hnout. O frakta´-
lech v souvislosti s jejich vlastnostmi prˇedevsˇ´ım prˇi difrakci sveˇtla se mluv´ı teprve od konce
devadesa´ty´ch let. Uzˇit´ı frakta´l˚u pro bezpecˇnostn´ı difraktivn´ı struktury je v podstateˇ ne-
prostudovana´ te´matika. To je jedn´ım z d˚uvod˚u vysoke´ho potencia´lu, ktery´ toto rˇesˇen´ı do
budoucna nab´ız´ı.
Dı´ky faktu, zˇe se jedna´ o pomeˇrneˇ novou za´lezˇitost, neexistuje dosud o pouzˇit´ı frakta´l˚u
v bezpecˇnostn´ı optice te´meˇrˇ zˇa´dna´ ucelena´ literatura. Nav´ıc popis opticky´ch vlastnost´ı
frakta´lneˇ definovany´ch u´tvar˚u je slozˇity´m matematicko-fyzika´ln´ım proble´mem. Proto se
v te´to pra´ci budeme zaby´vat nejen pouzˇit´ım frakta´l˚u v bezpecˇnostn´ı optice, ale bude nutne´
popsat obecne´ vlastnosti fraka´l˚u a jejich odpov´ıdaj´ıc´ıch difrakcˇn´ıch obrazc˚u. Nejen to, bude-
me analyzovat i neˇktere´ jednodusˇsˇ´ı nefrakta´ln´ı struktury (periodicke´ a kvaziperiodicke´), ktere´
tvorˇ´ı za´klad pro matematicky´ popis struktur, definovany´ch frakta´ly.
1
1 Frakta´ly
Vsˇechny geometricke´ objekty maj´ı urcˇity´ pocˇet rozmeˇr˚u (dimenz´ı). Je to pocˇet neza´visly´ch
parametr˚u, ktery´m lze objekt jednoznacˇneˇ popsat, cozˇ znamena´ urcˇit sourˇadnice vsˇech bod˚u
objektu v dane´m sourˇadne´m syste´mu. Naprˇ´ıklad u´secˇku lze popsat parametrickou rovnic´ı
y = y0 + kx, kde x je jediny´ neza´visly´ parametr. Z toho vyply´va´ zˇe u´secˇka ma´ dimenzi
rovnu jedne´. Sinusoidu lze popsat rovnic´ı y = sin x, kde x je opeˇt jediny´ neza´visly´ parametr.
Sinusoidu sice kresl´ıme jako dvojrozmeˇrny´ objekt, sta´le se ovsˇem jedna´ o objekt s dimenz´ı
rovnou jedne´. Kruh, obde´ln´ık maj´ı dimenzi rovnu dveˇma, koule, krychle apod. maj´ı dimenzi
rovnu trˇem. Teoreticky nen´ı proble´m definovat objekty s vysˇsˇ´ı dimenz´ı, naprˇ.
x2 + y2 + z2 + w2 = r2 (1)
by byla rovnice cˇtyrˇrozmeˇrne´ koule. V praxi vsˇak neumı´me takove´ objekty zobrazit, ani si je
prˇedstavit. Objekty s celocˇ´ıselnou dimenz´ı nazy´va´me geometricky hladke´ objekty a takovou
dimenzi nazy´va´me dimenz´ı topologickou. Rozmeˇry takovy´ch objekt˚u budou stejne´, i kdyzˇ je
pozorujeme v libovolne´m meˇrˇ´ıtku.
Bylo pomeˇrneˇ velky´m prˇekvapen´ım, kdyzˇ byly objeveny geometricke´ objekty, pro ktere´
rozdeˇleˇn´ı na celocˇ´ıselne´ dimenze nen´ı dostacˇuj´ıc´ı. Jinak rˇecˇeno, rozmeˇry takove´ho objektu se
zvysˇuj´ı se zvysˇova´n´ım meˇrˇ´ıtka (objevuj´ı se sta´le nove´ a nove´ detaily, ktere´ rozmeˇr prodluzˇuj´ı).
A nejedna´ se pouze o abstraktn´ı, smysˇlene´ prˇedmeˇty, ale i o objekty beˇzˇneˇ se vyskytuj´ıc´ı
v prˇ´ırodeˇ. Nazy´va´me je frakta´ly. Jejich dimenzi, ktera´ nen´ı celocˇ´ıselna´, nazy´va´me Haus-
dorffovou nebo frakta´ln´ı dimenz´ı. Jej´ı hodnota uda´va´, jakou rychlost´ı rostou rozmeˇry prˇi
r˚ustu meˇrˇ´ıtka. Jiny´mi slovy uda´va´ ”cˇlenitost”objektu. Pokud se Hausdorffova dimenze liˇs´ı
od topologicke´ (celocˇ´ıselne´) velmi ma´lo, bude objekt ma´lo cˇlenity´ a naopak. Mezn´ı prˇ´ıpad
nasta´va´, pokud se Hausdorffova dimenze liˇs´ı od topologicke´ o jednicˇku. Takovou vlastnost
ma´ naprˇ´ıklad hranice Mandelbrotovy mnozˇiny.
Jednoznacˇna´ definice frakta´lu nebyla dosud formulova´na, ale jedna z mozˇny´ch variant zn´ı:
”Frakta´l je mnozˇina cˇi geometricky´ u´tvar, jej´ıˇz Hausdorffova dimenze je ostrˇe veˇtˇs´ı nezˇ di-
menze topologicka´.”
1.1 Vy´pocˇet Hausdorffovy dimenze
Rozdeˇl´ıme objekt na n d´ıl˚u. Pro Hausdorffovu dimenzi obecneˇ plat´ı:
nsD = 1 (2)
kde n je pocˇet d´ıl˚u na ktere´ se dany´ u´tvar rozdeˇl´ı a s je odpov´ıdaj´ıc´ı zmeˇna meˇrˇ´ıtka.
Na´sleduj´ıc´ımi u´pravami dostaneme vztah pro vy´pocˇet Hausdorffovy dimenze D.
lnnsD = ln 1
lnn+ ln sD = 0
lnn+D ln s = 0
D ln s = − lnn








Nejprve spocˇ´ıta´me Hausdorffovu dimenzi beˇzˇne´ho u´tvaru Euklidovske´ geometrie, naprˇ cˇtverce.
























Nyn´ı podrobneˇji prozkoumejme dva nejzna´meˇjˇs´ı typy frakta´l˚u: Cantorovu mnozˇinu a Ko-
chovu krˇivku.
1.2 Cantorova mnozˇina
Cantorova mnozˇina (nebo take´ Cantorovo diskontinuum) je nejjednodusˇsˇ´ım typem frakta´lu.
Jako mnoho jiny´ch frakta´ln´ıch u´tvar˚u vznika´ iteracˇneˇ. Vy´choz´ım u´tvarem je u´secˇka. Dalˇs´ı
iterace dosta´va´me na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
1. U´secˇku rozdeˇl´ıme na trˇi stejneˇ dlouhe´ u´seky, prostrˇedn´ı u´sek vyjmeme.
2. Krok 1 provedeme pro vsˇecky noveˇ vznikle´ u´secˇky.
V praxi je nutno tento postup po prˇedem dane´m pocˇtu iterac´ı S ukoncˇit, aby nedosˇlo k
zacyklen´ı a take´ proto, zˇe jsme limitova´n´ı velikost´ı zobrazovac´ıho bodu (naprˇ pixel). Postup
vytva´rˇen´ı Cantorovy mnozˇiny je na obra´zku 1.
Obra´zek 1: Cantorova mnozˇina.
1.3 Kochova krˇivka
Kochova krˇivka (neˇkdy nespra´vneˇ nazy´vana´ Kochove´ krˇivka) je frakta´ln´ı u´tvar, ktery´ vznika´
rovneˇzˇ iteracˇneˇ. Vy´choz´ım u´tvarem je u´secˇka. Dalˇs´ı iterace dosta´va´me na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
1. U´secˇku rozdeˇl´ıme na trˇi stejneˇ dlouhe´ u´seky, prostrˇedn´ı u´sek vyjmeme.
2. Nad vyjmuty´m u´sekem vztycˇ´ıme dveˇ u´secˇky, ktere´ maj´ı stejnou de´lku jako vyjmuty´
u´sek a maj´ı jeden spolecˇny´ bod.
3. Kroky 1 a 2 opakujeme pro vsˇecky noveˇ vznikle´ u´secˇky.
3
Opeˇt je nutno tento postup ukoncˇit po prˇedem stanovene´m pocˇtu iterac´ı S. Kochova krˇivka
sestrojena vy´sˇe uvedeny´m zp˚usobem je na obra´zku 2.
Obra´zek 2: Kochova krˇivka.





= 1, 2618595. (6)
Topologicka´ dimenze te´to krˇivky je rovna jedne´, Hausdorffova dimenze je rovna 1,2618595.
Je tedy ostrˇe veˇtsˇ´ı, z toho vyply´va´, zˇe Kochova krˇivka je frakta´l.
1.4 Sobeˇpodobnost
Sobeˇpodobnost (invariance v˚ucˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka) je dalˇs´ım d˚ulezˇity´m pojmem ve frakta´ln´ı ge-
ometrii. Je to vlastnost, d´ıky ktere´ objekt vypada´ podobneˇ prˇi libovlne´m zveˇtsˇen´ı. Naprˇ´ıklad
ska´la a ka´men jsou sobeˇpodobne´ u´tvary, z fotografie kamene na b´ıle´ podlozˇce nejsme schopni
urcˇit jeho velikost, mu˚zˇe to by´t jak zrnko p´ısku, tak neˇkolikatunovy´ kolos. Podobny´ch prˇ´ıpad˚u
je v prˇ´ırodeˇ cela´ rˇada. Sobeˇpodobnost je za´kladn´ı vlastnost´ı frakta´l˚u, neˇkdy take´ frakta´ly
by´vaj´ı definova´ny jako sobeˇpodobne´ u´tvary.
Matematicky lze sobeˇpodobnost definovat takto: Sobeˇpodobna´ mnozˇina jw takova´ mnozˇina
A z n-rozmeˇrne´ho Euklidovske´ho prostoru En, pro kterou existuje konecˇneˇ mnoho kontrahu-





Sobeˇpodobne´ mnozˇiny maj´ı neˇkolik zaj´ımavy´ch vlastnost´ı:
• Sobeˇpodobna´ mnozˇina vznikne opakova´n´ım sebe sama prˇi urcˇite´ transformaci. Trans-
formace naprˇ. zmeˇna meˇrˇ´ıtka, otocˇen´ı, posunut´ı, mus´ı by´t definova´na nad En. Nemus´ı
j´ıt nutneˇ o linea´rn´ı zobrazen´ı, mus´ı vsˇak by´t kontrahuj´ıc´ı.
• Sobeˇpodobne´ mnozˇiny jsou invariantn´ı v˚ucˇi zmeˇneˇ meˇrˇ´ıtka. Prˇi libovolne´m zveˇtsˇen´ı
vypadaj´ı podobneˇ. Tato vlastnost s velke´ cˇa´sti vyply´va´ s definice sobeˇpodobne´ mnozˇiny.
• Sobeˇpodobna´ mnozˇina vznika´ sama ze sebe, opakova´n´ım te´hozˇ motivu.
Princip opakova´n´ı jednoduchy´ch u´tvar˚u je videˇt v podstateˇ u jake´koliv slozˇite´ struktury.
Naprˇ´ıklad zp˚usob veˇtven´ı stromu˚, nebo ce´v v teˇlech zˇivocˇich˚u se da´ uspokojiveˇ matematicky
popsat pouze frakta´ln´ı geometri´ı, pokusy o popis pomoc´ı klasicke´ Euklidovske´ geometrie
ztroskotaly.
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2 Opticke´ bezpecˇnostn´ı prvky
Opticke´ bezpecˇnostn´ı prvky slouzˇ´ı jako ochrana proti padeˇla´n´ı. Pouzˇ´ıvaj´ı se naprˇ. na bankov-
ka´ch, da´lnicˇn´ıch zna´mka´ch, kreditn´ıch a identifikacˇn´ıch karta´ch apod. Difraktivn´ı a holo-
graficke´ prvky hraj´ı d˚ulezˇitou roli v bezpecˇnostn´ıch opatrˇen´ıch asi trˇicet let [1]. Za´kladn´ım
pozˇadavkem prˇi vy´voji opticky´ch bezpecˇnostn´ıch prvk˚u je, aby byla jejich unika´tnost rozpoz-
natelna´ i pro oko beˇzˇne´ho uzˇivatele. Prˇitom jejich rozliˇsen´ı by´va´ velmi vysoke´. Dosahuje azˇ
500 000 dpi (Dots-per-inch - pocˇet obrazovy´ch bod˚u na palec). Tyto holograficke´ prvky se
vyznacˇuj´ı tzv. optickou variabilitou, neboli vypadaj´ı jinak, pokud se na neˇ d´ıva´me z r˚uzny´ch
u´hl˚u, viz obra´zek 3.
Obra´zek 3: Prˇ´ıklad opticky variabiln´ıho prvku. Vlevo je pohled zeprˇedu, vpravo je pohled
z boku.
Dalˇs´ı prˇ´ıklad opticke´ variability je na obra´zku 4. Na obra´zku 5 je pak skutecˇny´ vzorek. Prˇi
r˚uzny´ch u´hlech pohledu se meˇn´ı barvy motivu EU a jeho podkladu.
Obra´zek 4: Prˇ´ıklad opticky variabiln´ıho prvku. Prˇi r˚uzny´ch u´hlech pohledu vid´ıme bud’
pozitiv nebo negativ.
5
Obra´zek 5: Opticky variabiln´ı bezpecˇnostn´ı prvek. Prˇi r˚uzny´ch u´hlech pohledu se meˇn´ı barvy
motivu EU a jeho podkladu.
Tento prvek budeme da´le oznacˇovat zkratkou DOVID (Diffractive Optically Variable Ima-
ge Device). Jedn´ım z nejpokrocˇilejˇs´ıch zp˚usob˚u vy´roby takove´ struktury je tzv. litografie
svazkem elektron˚u [2], [3]. Tato technika umozˇnˇuje vytva´rˇen´ı velmi maly´ch tvar˚u, naprˇ.
tzv. mikrotext nebo dokonce nanotext. Mikrotext je text o velikosti p´ısma v des´ıtka´ch
mikrometr˚u, viz obra´zek 6. Nanotext je text o velikosti p´ısma pouze neˇkolik mikrometr˚u,
takzˇe rozliˇsen´ı takove´ho p´ısma se pohybuje v rˇa´du nanometr˚u, viz obra´zek 7.
Obra´zek 6: Detail cˇa´st´ı struktury DOVID obsahuj´ıc´ı mikrotext.
Obra´zek 7: Detail cˇa´st´ı struktury DOVID obsahuj´ıc´ı nanotext, velikost p´ısma je 2,5
mikrometr˚u.
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Mezi nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı bezpecˇnostn´ı prvky patrˇ´ı
• Radia´ln´ı nebo take´ koaxia´ln´ı mrˇ´ızˇky, v anglicˇtineˇ se pro neˇ pouzˇ´ıva´ na´zev axicon,
viz obra´zek 8 vlevo.
• Cˇocˇky, anglicky lens.
Jejich s´ıla spocˇ´ıva´ v pomeˇrneˇ komplikovane´m zp˚usobu vytva´rˇen´ı, za´rovenˇ jsou ale tyto struk-
tury pro oko laika snadno rozpoznatelne´. Slozˇitost vytva´rˇen´ı je da´na prˇedevsˇ´ım schopnost´ı
elektronove´ho litografu zaznamenat opravdu neby´vale vysoke´ rozliˇsen´ı. Jako prˇ´ıklad uved’me




· 70002 µm .= 38500000µm2. (8)
Hodnota rozliˇsen´ı 500 000 dpi rˇ´ıka´, zˇe na de´lku jednoho palce (25,4 mm) se vejde 500 000
jednotlivy´ch bod˚u, cozˇ je asi 2000 bod˚u na jeden milimetr. Jsou to tedy 2 body na jeden
mikrometr, tedy 4 body na jeden mikrometr cˇtverecˇn´ı. Takzˇe kruh o pr˚umeˇru 7 mm ob-
sahuje prˇiblizˇneˇ 1, 5 · 108 jednotlivy´ch bod˚u. To je pro prˇ´ıpadne´ho padeˇlatele znacˇneˇ vysoka´
hodnota. Dalˇs´ım d˚uvodem na´rocˇnosti vytvorˇen´ı koaxia´ln´ı struktury je fakt, zˇe se jedna´ o
krˇivky (kruzˇnice), ktere´ je ovsˇem nutno vytvorˇit bod po bodu, nav´ıc ze segment˚u, ktere´ maj´ı
tvar cˇtverce. Takzˇe je nutno prˇesneˇ pocˇ´ıtat a hl´ıdat spra´vnou polohu hrotu litografu v obou
kolmy´ch smeˇrech.
Spojen´ım koaxia´ln´ı struktury a cˇocˇky vznika´ velice zajimavy´ prvek, anglicky zvany´ lenxicon.
Tato struktura je zobrazena na obra´zku 8 vpravo.
Obra´zek 8: Du˚lezˇite´ bezpecˇnostn´ı struktury. Vlevo koaxia´ln´ı mrˇ´ızˇky, vpravo lenxicon.
Dalˇs´ı prˇ´ıklady kombinovane´ struktury lenxicon jsou na obra´zku 9. Cˇ´ıslo v kruhu je miniaturn´ı
cˇocˇka, cely´ kruh je koaxia´ln´ı struktura.
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Obra´zek 9: Prˇ´ıklady struktury lenxicon.
Na obra´zku 10 je skutecˇny´ holograficky´ prvek typu lenxicon. Pohled na koaxia´ln´ı mrˇ´ızˇku
je podobny´ pohledu na datovou cˇa´st nosicˇe CD (cozˇ je take´ koaxia´ln´ı struktura): vznikaj´ı
viditelne´ osveˇtlene´ kruhove´ vy´secˇe.
Obra´zek 10: Prˇ´ıklady struktury lenxicon.
Dalˇs´ım u´cˇinny´m zp˚usobem vytva´rˇen´ı bezpecˇnostn´ıch opticky´ch prvk˚u je tzv. nanoryt´ı. Nej-
d˚ulezˇiteˇjˇs´ı vlastnost´ı takto vytvorˇene´ho prvku je
”
hmatovost“. Jedna´ se vlastneˇ o opticko-
mechanicky´ paradox, jiny´mi slovy vid´ıme 3-D relie´f, ovsˇem nahmata´me pouze 2-D plochu.
Prˇitom objekt je achromaticky´ (nebarevny´). Princip je takovy´, zˇe p˚uvodn´ı 3-D objekt se
rozdeˇl´ı na jednotlive´ mensˇ´ı segmenty. Vsˇechny segmenty maj´ı stejnou tlousˇt’ku, ale kazˇdy´
segment je jinak vysoko nad za´kladn´ı rovinou. Nyn´ı se vsˇechny tyto vy´sˇky vynuluj´ı. dobrˇe
patrne´ je to na sche´matu vytvorˇen´ı takove´ho objektu, viz obra´zek 11. Z hlediska vlnove´ optiky
nen´ı ve vzhledu rozd´ıl, proto objekt porˇa´d vypada´ jako 3-D, ale jeho skutecˇna´ tlousˇt’ka je
nyn´ı mnohem mensˇ´ı (pouze neˇkolik nm). Vı´ce informac´ı je v [4].
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Obra´zek 11: Sche´ma vytva´rˇen´ı bezpecˇnostn´ıho prvku pomoc´ı nanoryt´ı.
Prˇ´ıklad struktury vytvorˇene´ t´ımto zp˚usobem je na obra´zc´ıch 12 (obra´zek) a 13 (skutecˇny´
vzorek). Protozˇe se jedna´ o portre´t male´ holcˇicˇky, rˇ´ıkejme tomuto hologramu
”
Nanobaby“.
Obra´zek 12: Nanobaby - obra´zek.
Obra´zek 13: Nanobaby - skutecˇny´ vzorek.
Da´le bude zaj´ımave´ se zaby´vat situac´ı, kdy cˇa´sti bezpecˇnostn´ıch prvk˚u jsou definova´ny
frakta´lneˇ. Naprˇ. v koaxia´ln´ı mrˇ´ızˇce mohou by´t neˇktera´ mezikruzˇ´ı vynechana´, nebo hranice
nejake´ho objektu mu˚zˇe by´t popsa´na frakta´ln´ı krˇivkou.
Na za´veˇr te´to kapitoly jesˇteˇ uved’me, zˇe jak barevne´ obra´zky, tak skutecˇne´ vzorky opticky´ch




Difrakce je opticky´ jev, ktery´ vznika´ prˇi pr˚uchodu sveˇtelne´ho paprsku prˇeka´zˇkou. Sche´ma
difrakcˇn´ıho experimentu je na obra´zku 14.
Obra´zek 14: Sche´ma difrakcˇn´ıho experimentu
Z je zdroj sveˇtelne´ho vlneˇn´ı, A je prˇeka´zˇka (apertura) a S je st´ın´ıtko, na ktere´m se zobraz´ı
difrakcˇn´ı obrazec. Pokud je v prˇeka´zˇce otvor nebo v´ıce otvor˚u, nebudou sveˇtla´ mı´sta obrazce
pouze v pr˚umeˇtu otvor˚u na st´ınitko, ale bude i
”
za“ nepropustny´mi plochami. Nav´ıc se v neˇm
d´ıky interferenc´ım budou objevovat strˇ´ıdaveˇ sveˇtla´ a tmava´ mı´sta.
Existuj´ı dva druhy difrakce. Prˇi vzda´lenosti zdroje od mrˇ´ızˇky s srovnatelne´ se vzda´lenost´ı
mrˇ´ızˇky od st´ın´ıtka r, dopadaj´ı jednotlive´ paprsky na mrˇ´ızˇku pod r˚uzny´mi u´hly. Mluv´ıme
o Fresneloveˇ difrakci. Pokud vsˇak
s >> r, (9)
mu˚zˇeme jednotlive´ paprsky povazˇovat za rovnobeˇzˇne´ a mluv´ıme o Fraunhoferoveˇ difrakci.
My se v te´to pra´ci budeme zaby´vat Fraunhoferovou difrakc´ı. A to z toho d˚uvodu, zˇe Fraun-
hoferova difrakce se da´ dobrˇe matematicky popsat pomoc´ı tzv. Fourierovy transformace.
Intenzita sveˇtla dopadaj´ıc´ıho na st´ın´ıtko v bodeˇ [X, Y ] je prˇ´ımo u´meˇrna´ cˇtverci absolutn´ı
hodnoty Fourierovy transformace
I(X, Y ) = |F (X, Y )|2. (10)
3.2 Fourierova transformace
Necht’ f(~x) je tzv. funkce propustnosti mrˇ´ızˇky. Urcˇuje, ktere´ body mrˇ´ızˇky tvorˇ´ı otvor a ktere´
prˇeka´zˇku1. Fourierova transformace (FT) funkce f(~x) je definova´na vztahem







a inverzn´ı Fourierova transformace (IFT) funkce F ( ~X) vztahem
1Ve skutecˇnosti mu˚zˇe mı´t mrˇ´ızˇka i body s cˇa´stecˇnou propustnost´ı, my se vsˇak omez´ıme na prˇ´ıpad, kdy
funkcˇn´ı hodnoty f(~x) jsou bud’ 1 - propousˇt´ı nebo 0 - nepropousˇt´ı.
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F ( ~X)exp(ik ~X.~x)dN ~X. (12)
Funkce f(~x) i F (~x) mus´ı by´t absolutneˇ integrovatelne´ komplexn´ı funkce rea´lny´ch promeˇnny´ch





ve Fourierovske´ optice a krystalografii se pozˇ´ıvaj´ı hodnoty konstant
A = 1, B = 1, k = 2pi. (14)
V bodech spojitosti funkce f(~x) plat´ı
FT−1{FT{f(~x)}} = f(~x), (15)
za´rovenˇ tedy plat´ı
f(~x) = FT−1{F ( ~X)}. (16)
Funkce f(~x) a F (~x) nazvy´va´me dvojic´ı funkc´ı souvisej´ıc´ıch spolu Fourierovou transformac´ı.
Dosud byly uvedeny vztahy pro N rozmeˇr˚u. V praxi je ovsˇem d˚ulezˇity´ prˇ´ıpad 2-D, tedy
zˇe mrˇ´ızˇku i st´ın´ıtko lze povazˇovat za nekonecˇneˇ tenke´ dvourozmeˇrne´ plochy. Na mrˇ´ızˇce
zavedeme sourˇadnice x a y a jejich pocˇa´tek umı´st´ıme do geometricke´ho strˇedu mrˇ´ızˇky. Na
st´ın´ıtku (kde se objev´ı difrakcˇn´ı obrazec) zavedeme sourˇadnice X a Y a umı´st´ıme rovneˇzˇ do
strˇedu (viz obra´zek 14).
Ve 2-D prostoru ma´ FT tvar





f(x, y)exp [−i2pi(Xx+ Y y)] dxdy. (17)
Mrˇ´ızˇka ma´ konecˇne´ rozmeˇry. Rozdeˇl´ıme ji na M disjunktn´ıch interval˚u ve smeˇru osy x a N
disjunktn´ıch interval˚u ve smeˇru osy y. Pak na mrˇ´ızˇku mu˚zˇeme aplikovat diskre´tn´ı Fourierovu
transformaci ve tvaru















Dosta´va´me pro kazˇdy´ bod st´ın´ıtka [X,Y ] jeho komplexn´ı amplitudu. Na´s vsˇak zaj´ıma´ inten-
zita sveˇtla na st´ın´ıtku. Tu dostaneme pomoc´ı vztahu (10).
Dı´ky vztah˚um (18) a (10) ma´me mozˇnost simulovat Fraunhoferovu difrakci libovolne´ mrˇ´ızˇky
pomoc´ı pocˇ´ıtacˇe. Program napsany´ v programovac´ım jazyku Delphi pro kazˇdy´ bod [X,Y ]
st´ın´ıtka nacˇ´ıta´ vsˇechny body [x, y] a vykresl´ı bod [X, Y ] vypocˇtenou intenzitou sveˇtla (0 -
255 cˇb).
Na obra´zku 15 je cˇtvercovy´ otvor v jinak nepropustne´ prˇeka´zˇce. Na obra´zku 16 je jeho
difrakcˇn´ı obrazec.
Obra´zek 15: Cˇtvercovy´ otvor.
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Obra´zek 16: Difrakce na cˇtvercove´m otvoru.
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4 Periodicka´ mrˇ´ızˇka
Otvory v prˇeka´zˇce by´vaj´ı velmi cˇasto pravidelneˇ rozmı´steˇny. Nejjednodusˇsˇ´ı pravidlo je sta´le
stejna´ vzda´lenost mezi jednotlivy´mi otvory (v prˇ´ıslusˇne´m smeˇru). Otvory jsou tedy rozmı´steˇny
periodicky. Matematicky tuto mrˇ´ızˇku pop´ıˇseme jako




Vy´raz v sumeˇ reprezentuje δ-funkce, rozmı´steˇne´ pravidelneˇ do oblasti V , cozˇ je oblast cele´
plochy prˇeka´zˇky, Vytvorˇ´ı tedy mrˇ´ızˇkove´ body. Polohy jednotlivy´ch bod˚u jsou da´ny vektory
~x(
~j). Dı´ky operaci konvoluce pak kazˇdy´ mrˇ´ızˇkovy´ bod bude reprezentova´n otvorem urcˇite´ho
tvaru, neboli motivem. Tento tvar je popsa´n funkc´ı fU(~x). Fourierova transformace takove´
struktury ma´ tvar
F ( ~X) = FU( ~X)S( ~X), (20)





je funkce charakterizuj´ıc´ı rozmı´steˇn´ı mrˇ´ızˇkovy´ch bod˚u.
Pro 2-D prˇ´ıpad ma´ vztah pro funkci f(~x) tvar
f(~x) = fU(~x) ∗
∑
~j∈V
δ(~x− j1a1 − j2a2). (22)
kde a1 vyjadrˇuje vzda´lenost jednotlivy´ch mrˇ´ızˇkovy´ch bod˚u ve smeˇru osy x a a2 vyjadrˇuje
vzda´lenost jednotlivy´ch mrˇ´ızˇkovy´ch bod˚u ve smeˇru osy y.
Na obra´zku 17 je pravidelna´ cˇtvercova´ periodicka´ mrˇ´ızˇka s celkem 25 cˇtvercovy´mi otvory
(5x5) a na obra´zku 18 je odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec.
Obra´zek 17: Periodicka´ mrˇ´ızˇka 5x5.
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Obra´zek 18: A - Hlavn´ı maxima, B - Vedlejˇs´ı maxima.
Difrakcˇn´ı obrazec umozˇnˇuje urcˇit prostorove´ frekvence na mrˇ´ızˇce, jiny´mi slovy vzda´lenosti
jednotlivy´ch otvor˚u mezi sebou. Vzda´lenost hlavn´ıch maxim od strˇedu difrakcˇn´ıho obrazce je
neprˇ´ımo u´meˇrna´ vzda´lenostem otvor˚u (v prˇ´ıslusˇne´m smeˇru). Vzda´lenost nejblizˇs´ıho hlavn´ıho
maxima od strˇedu urcˇuje vzda´lenost mezi sousedn´ımi otvory. V periodicke´ strukturˇe tedy
hodnoty a1 a a2. Podle pocˇtu vedlejˇs´ıch maxim mezi sousedn´ımi hlavn´ımi maximy lze urcˇit




Skutecˇne´ mrˇ´ızˇky ovsˇem ma´lokdy by´vaj´ı idea´lneˇ periodicke´. Mrˇ´ızˇku obsahuj´ıc´ı drobne´ (ve srovna´n´ı
s rozmeˇry mrˇ´ızˇky) odliˇsnosti od idea´ln´ı mrˇ´ızˇky nazy´vame kvaziperiodickou. V praxi jsou
tyto odliˇsnosti zp˚usobeny bud’ pohybem objekt˚u, nebo jejich deformac´ı. Existuje v´ıce druh˚u
kvaziperiodicky´ch struktur, ktere´ mohou vzniknout deformac´ı idea´ln´ı mrˇ´ızˇky nebo porusˇen´ım
mrˇ´ızˇkove´ struktury. Za´kladn´ımi typy takovy´ch poruch jsou:
• Na´hodneˇ vychy´lene´ mrˇ´ızˇkove´ body
• Chybeˇj´ıc´ı mrˇ´ızˇkove´ body
• Zmeˇna velikosti nebo tvaru neˇktery´ch otvor˚u
V na´sleduj´ıc´ım textu budeme analyzovat jednotlive´ typy poruch periodicity.
5.1 Na´hodneˇ vychy´lene´ mrˇ´ızˇkove´ body
Jako prvn´ı vezmeˇme extre´mn´ı prˇ´ıpad, zˇe vsˇechny body mrˇ´ızˇky jsou vychy´leny ze sve´ idea´ln´ı






~x− (~j + ~vj)~a
]
. (23)




δ [~x− (j1 + vj1)a1 − (j2 + vj2)a2] , (24)
kde hodnoty vj1 a vj2 jsou na´hodne´ hodnoty z interval˚u 〈−e1, e1〉 a 〈−e2, e2〉 pro kazˇde´ j1, j2.
Hodnoty vj urcˇuj´ı vychy´len´ı mrˇ´ızˇkove´ho bodu ze sve´ idea´ln´ı polohy, a1 a a2 jsou mrˇ´ızˇkove´
konstanty urcˇuj´ıc´ı vzda´lenosti jednotlivy´ch idea´ln´ıch mrˇ´ızˇkovy´ch bod˚u od sebe (v prˇ´ıslusˇne´m
smeˇru). Viz obra´zek 19.
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Obra´zek 19: Sche´ma kvaziperiodicke´ mrˇ´ızˇky a vychy´len´ı bodu.
Fourierova transformace te´to kvaziperiodicke´ struktury ma´ tvar:





















−ik ~X(j1a1 + j2a2)
}
, (26)
kde R(vj) nazy´va´me faktorem kvaziperiodicity. Uda´va´ vliv poruchy mrˇ´ızˇky na´hodny´m posu-
vem bod˚u na jeho difrakcˇn´ı obrazec. Ve vztahu (26) vid´ıme, zˇe vy´sledny´ difrakcˇn´ı obrazec je
tvorˇen soucˇtem dvou Fourierovy´ch transformac´ı: FT idea´ln´ı mrˇ´ızˇky a FT ovlivneˇn´ı faktorem
kvaziperiodicity. Na Fourierovu transformaci kvaziperiodicke´ mrˇ´ızˇky mu˚zˇeme tedy nahl´ızˇet
jako na superpozici Fourierovy transformace idea´ln´ı mrˇ´ızˇky a faktoru kvaziperiodicity
F ( ~X) = Fid( ~X) +R( ~X). (27)
Kvaziperiodicka´ mrˇ´ızˇka a odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec jsou na obra´zc´ıch 20 a 21.
Obra´zek 20: Kvaziperiodicka´ mrˇ´ızˇka
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Obra´zek 21: Difrakce na kvaziperiodicka´ mrˇ´ızˇce
Vliv kvaziperiodicity na difrakcˇn´ım obrazci se projev´ı na´sledovneˇ:
• v bl´ızkosti strˇedu obrazce se obraz neliˇs´ı od obrazu idea´ln´ı mrˇ´ızˇky,
• s rostouc´ı vzda´lenost´ı od strˇedu intenzita maxim sla´bne,
• od urcˇite´ vzda´lenosti od strˇedu zacˇne prˇevazˇovat intenzita sˇumu nad intenzitou hlavn´ıch
maxim.
Sˇum je d˚usledek kvaziperiodicity, jsou to vlastneˇ vedlejˇs´ı maxima, v d˚usledku posunuty´ch
otvor˚u vychy´lena´ a intenzivneˇjˇs´ı.
Vezmeˇme nyn´ı matematicke´ vyja´drˇen´ı jednorozmeˇrne´ kvaziperiodicke´ mrˇ´ızˇky a jej´ıho difrakcˇn´ıho
obrazce. Mrˇ´ızˇku s body vychy´leny´mi o hodnotu vj pop´ıˇseme jako
f(x) = fU(x) ∗
n∑
j=1
δ [x− (j + vj)a] . (28)
FT funkce f(x) je
F (X) = FU(X)
n∑
j=1
exp [−ika(j + vj)X] . (29)




exp (−ikajX) exp (−ikavjX) . (30)
Nyn´ı nahrad´ıme vy´raz exp (−ikavjX), cozˇ je faktor kvaziperiodicˇnosti, Taylorovou rˇadou,











































prˇedstavuje faktor kvaziperiodicity R(vj), viz vztahy (27) a (26). Ze vztahu (32) plyne,
zˇe s rostouc´ım X klesa´ intenzita hlavn´ıch maxim a roste intenzita vedlejˇs´ıch. Nav´ıc je
poloha vedlejs´ıch maxim ovlivneˇna faktorem kvaziperiodicity R(vj). V difrakcˇn´ım obrazci
se vedlejs´ı maxima zacˇnou projevovat jako sˇum. Pro velka´ X se funkce S(X) bude chovat
zcela na´hodneˇ. Hledejme takovou mez, kde se X zacˇne chovat jako na´hodna´ procha´zka. Tuto
mez oznacˇ´ıme Xp. Uvazˇujme, zˇe funkce S(X) se zacˇne chovat na´hodneˇ, pokud promeˇnna´
v sumeˇ prˇedstavuj´ıc´ı faktor kvaziperiodicity nabude hodnoty prˇiblizˇneˇ 2pi. Tedy
kavjXp ≈ 2pi, (34)




Jelikozˇ vj je na´hodna´ (nezna´ma´) hodnota, lezˇ´ıc´ı v intervalu 〈−e, e〉, nahrad´ıme ji de´lkou




Ve dvourozmeˇrne´m prˇ´ıpadeˇ bude situace analogicka´. Hranice, kdy intenzita sˇumu zacˇne
prˇevazˇovat nad intenzitou hlavn´ıch maxim, bude v kazˇde´m smeˇru jina´, tedy Xp, Yp. Takzˇe












Hodnoty Xp a Yp odecˇteme prˇ´ımo z difrakcˇn´ıho obrazce, takzˇe pomoc´ı vztah˚u (38) a (39)
jednodusˇe spocˇ´ıta´me prˇiblizˇnou hodnotu velikosti obde´ln´ıku, ve ktere´m se mohou nacha´zet
jednotlive´ mrˇ´ızˇkove´ body, viz obra´zek 19. Analy´zou sˇumu na difrakcˇn´ım obrazci tedy z´ıska´-
va´me jednoduchy´ apara´t pro zjiˇsteˇn´ı mı´ry kvaziperiodicity.
5.2 Chybeˇj´ıc´ı mrˇ´ızˇkove´ body
Dalˇs´ım cˇasty´m typem poruchy mrˇ´ızˇky je absence jednoho nebo neˇkolika mrˇ´ızˇkovy´ch bod˚u.
Mrˇ´ızˇku budeme analyzovat tak, zˇe ji rozdeˇl´ıme na neˇkolik periodicky´ch mrˇ´ızˇek. Vy´sledna´ FT
bude da´na superpozic´ı jednotlivy´ch podmrˇ´ızˇek. Mrˇ´ızˇka 5x5 s jedn´ım chybeˇj´ıc´ım mrˇ´ızˇkovy´m
bodem je na obra´zku 22. Na tomto obra´zku je take´ zna´zorneˇno rozdeˇlen´ı na 4 periodicke´
mrˇ´ızˇky.
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Obra´zek 22: Jeden chybeˇj´ıc´ı otvor v mrˇ´ızˇce 5x5.
Pro matematicky´ popis te´to struktury vyuzˇijeme vztah (21). Uvazˇujme nyn´ı dvourozmeˇrny´
prostor. Pro vektor ~x(
~j) plat´ı
~x(
~j) = (j1a1, j2a2). (40)














Tento vztah prˇep´ıˇseme do tvaru











Vy´razy ve slozˇeny´ch za´vorka´ch prˇedstavuj´ı soucˇin fa´zoru a geometricke´ rˇady s kvocienty
q1 = exp(−ikXa1) a q2 = exp(−ikY a2). Potom mu˚zˇeme da´l psa´t



























exp(iknY a2/2)− exp(−iknY a2/2)






















Fa´zory ve vztahu (43) popisuj´ı posunut´ı pocˇa´tku sourˇadnic X a Y do strˇedu mrˇ´ızˇky. Cˇa´st
mrˇ´ızˇky o velikostech m1 a n1, ktera´ ma´ pocˇa´tek (levy´ doln´ı roh) v bodeˇ [u1, v1] , mu˚zˇeme
matematicky popsat jako

































































Da´le za hodnoty up a vp vezmeˇme na´sobky mrˇ´ızˇkovy´ch parametr˚u a1 a a2
up = ζpa1,
vp = ηpa2. (46)



















V prˇ´ıpadeˇ na obra´zku 22 budou mı´t ζp, ηp,mp, np hodnoty
ζ1 = 1; η1 = 1;m1 = 5;n1 = 2,
ζ2 = 1; η2 = 3;m2 = 1;n2 = 1,
ζ3 = 3; η3 = 3;m3 = 3;n3 = 1,
ζ4 = 1; η4 = 4;m4 = 5;n4 = 2. (48)
Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky na obra´zku 22 je na obra´zku 23.
Obra´zek 23: Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky 5x5 s jedn´ım chybeˇj´ıc´ım otvorem.
Na za´veˇr jesˇteˇ uved’me mrˇ´ızˇku 5x5 se cˇtyrˇmi chybeˇj´ıc´ımi mrˇ´ızˇkovy´mi body (obra´zek 24)
a odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec (obra´zek 25).
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Obra´zek 24: Mrˇ´ızˇka 5x5 se cˇtyrˇmi chybeˇj´ıc´ımi otvory.
Obra´zek 25: Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky 5x5 se cˇtyrˇmi chybeˇj´ıc´ımi otvory.
Zde jsou d´ıky veˇtsˇ´ımu pocˇtu chybeˇj´ıc´ıch otvor˚u jizˇ vedlejˇs´ı maxima v´ıce rozostrˇena, z difrakcˇn´ıho
obrazce je tedy na prvn´ı pohled patrne´, zˇe se jedna´ o kvaziperiodickou strukturu.
5.3 Zmeˇna velikosti nebo tvaru neˇktery´ch otvor˚u
Vezmeˇme mrˇ´ızˇku, kde strˇedy otvor˚u budou rozmı´steˇny periodicky, ale velikost otvoru bude
da´na na´hodneˇ. Takova´ mrˇ´ızˇka a jej´ı difrakcˇn´ı obrazec jsou na obra´zc´ıch 26 a 27.
Obra´zek 26: Na´hodne´ velikosti otvor˚u periodicke´ mrˇ´ızˇky.
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Obra´zek 27: Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky s na´hodneˇ velky´mi otvory
U tohoto typu kvaziperiodicity je intenzita hlavn´ıch maxim stejna´ jako u idea´ln´ı struktury
(nesnizˇuje se). Sˇum tvorˇeny´ deformac´ı vedlejˇs´ıch maxim ma´ nizˇsˇ´ı intenzitu, nezˇ v prˇ´ıpadeˇ
na´hodneˇ vychy´leny´ch bod˚u (kap. 5.1). Neda´ se tedy naj´ıt hranice Xp, Yp, kde intenzita sˇumu
zacˇ´ına´ prˇevazˇovat nad intenzitou hlavn´ıch maxim. T´ımto zp˚usobem tedy nelze z obrazce
vycˇ´ıst informace o porusˇe struktury. Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky s na´hodneˇ velky´mi otvory
se podoba´ sp´ıˇse difrakcˇn´ımu obrazci klasicke´ periodicke´ mrˇ´ızˇky. Tato mrˇ´ızˇka ma´ otvory
o velikosti rovne´ pr˚umeˇru vsˇech velikost´ı jednotlivy´ch otvor˚u mrˇ´ızˇky s na´hodneˇ velky´mi
otvory (obra´zek 24).
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6 Struktury urcˇene´ frakta´ly
Nyn´ı se jizˇ zameˇrˇme na analy´zu mrˇ´ızˇek tvorˇeny´ch frakta´ly. Takove´ mrˇ´ızˇky v sobeˇ spojuj´ı
vlastnosti mrˇ´ızˇek periodicky´ch (ve frakta´lech je jista´ pravidelnost, jednotlive´ iterace tvorˇ´ı
cˇa´sti periodicky´ch mrˇ´ızˇek) i kvaziperiodicky´ch (r˚uzne´ velikosti otvor˚u apod.). Zaj´ımavou
frakta´ln´ı strukturou pro vyuzˇit´ı jako difrakcˇn´ı mrˇ´ızˇka je jisteˇ Sierpinske´ho cˇtverec.
6.1 Sierpinske´ho cˇtverec
Uvazˇujme nyn´ı mrˇ´ızˇku, ktera´ bude tvorˇena tzv. Sierpinske´ho cˇtvercem (Sierpinske´ho kober-
cem). Tato struktura je vytva´rˇena iteracˇneˇ, rekurzivneˇ. Vy´choz´ı tvar je cˇtvercova´, nepr˚uhledna´
(cˇerna´) prˇeka´zˇka. Postup vytva´rˇen´ı je na´sleduj´ıc´ı.
1. Cˇtverec rozdeˇl´ıme na 9 stejny´ch (cˇtvercovy´ch) cˇa´st´ı.
2. Prostrˇedn´ı cˇa´st (obsahuj´ıc´ı strˇed vy´choz´ıho cˇtverce) vyjmeme, v nasˇem prˇ´ıpadeˇ zpr˚uhled-
n´ıme (b´ıla´).
3. Kroky 1 a 2 opakujeme pro zby´vaj´ıc´ıch 8 cˇa´st´ı.
Prˇedem jesˇteˇ urcˇ´ıme cˇ´ıslo S, ktere´ urcˇuje pocˇet iterac´ı, po ktere´m cely´ proces ukoncˇ´ıme. S
nen´ı nekonecˇne´ ze dvou d˚uvod˚u:
1. Lze doka´zat, zˇe velikost pr˚uhledne´ plochy konverguje k plosˇe p˚uvodn´ıho cˇtverce. Oznacˇ´ıme-






Pi = Pp. (49)
2. Prˇi graficke´m zpracova´n´ı jsme limitova´ni urcˇitou minima´ln´ı jednotkou, kterou lze jesˇteˇ
rozliˇsit (naprˇ. velikost jednoho pixelu).
Na obra´zku 28 je Sierpinske´ho cˇtverec o cˇtyrˇech iterac´ıch (S = 4).
Obra´zek 28: Sierpinske´ho cˇtverec o cˇtyrˇech iterac´ıch.
Difrakcˇn´ı obrazce mrˇ´ızˇek urcˇeny´ch frakta´ly vykazuj´ı v neˇkolika ohledech zvla´sˇtn´ı vlastnosti,
zcela odliˇsne´ od difrakcˇn´ıch obrazc˚u klasicky´ch periodicky´ch mrˇ´ızˇek. Jednou z nich je rostouc´ı
intenzita neˇtkery´ch maxim s rostouc´ı vzda´lenost´ı od strˇedu obrazce.
V na´sleduj´ıc´ıch podkapitola´ch probereme postupneˇ mrˇ´ızˇky tvorˇene´ jednotlivy´mi ite-
racemi. Budeme se ovsˇem veˇnovat i jiny´m mrˇ´ızˇka´m, ktere´ s kazˇdou iterac´ı neˇjak souvis´ı.
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Oznacˇme b de´lku strany p˚uvodn´ıho cˇtverce (cele´ apertury) a s de´lku stranu cˇtverce, tvorˇ´ıc´ıho
otvor. Da´le uvazˇujme funkci dvou promeˇnny´ch fU(x, y), ktera´ popisuje tvar jednotlivy´ch
otvor˚u
fU(x, y) = rect(x, s)rect(y, s). (50)

























Analogicky pro rect(y, s). Pro popis Fourierovy transformace budeme vyuzˇ´ıvat vztah (20)
z kapitoly 4.
6.1.1 Prvn´ı iterace
Prvn´ı iterace Sierpinske´ho cˇtverce je pouze cˇtvercovy´ otvor o velikosti strany rovne´ 1/3 ve-
likosti strany cele´ho cˇtverce. Tato mrˇ´ızˇka a jej´ı difrakcˇn´ı obrazec jsou zna´zorneˇny v kapitole 3
na obra´zc´ıch 15 a 16. V tomto prˇ´ıpadeˇ pro funkci S(X,Y ) plat´ı
S(X,Y ) = 1. (52)
Odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec potom vycha´z´ı z FT vztahu (50), tedy
F (X, Y ) = FT {fU(x, y)} = FT {rect(x, s)rect(y, s)} . (53)
Lze doka´zat, zˇe pro funkci F (X, Y ) v tomto prˇ´ıpadeˇ plat´ı






























Potom pro intenzitu dopadaj´ıc´ıho sveˇtla plat´ı











Nejdrˇ´ıve vezmeˇme periodickou mrˇ´ızˇku 3x3. Velikost strany jednotlivy´ch otvor˚u bude s = b
9
.
Tato mrˇ´ızˇka je na obra´zku 29.
Obra´zek 29: Periodicka´ mrˇ´ızˇka 3x3.



















































































Odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky 3x3 je na obra´zku 30.
Obra´zek 30: A - Hlavn´ı maximum, B - Vedlejˇs´ı maximum.
Jelikozˇ vzda´lenosti mezi jednotlivy´mi otvory jsou pomeˇrneˇ velke´, vzda´lenost mezi hlavn´ımi
maximy je pomeˇrneˇ mala´ (reciprocita). Pocˇet vedlejˇs´ıch maxim je roven N−2, proto je mezi
dveˇma hlavn´ımi maximy pouze jedno vedlejˇs´ı maximum.
Da´le vezmeˇme mrˇ´ızˇku tvorˇenou pouze otvory z druhe´ iterace Sierpinske´ho cˇtverce:
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Obra´zek 31: Mrˇ´ızˇka tvorˇena otvory vznikly´mi v druhe´ iteraci.
Jedna´ se o periodickou mrˇ´ızˇku s jedn´ım chybeˇj´ıc´ım otvorem. Mrˇ´ızˇku rozdeˇl´ıme na 4 d´ılcˇ´ı
podmrˇ´ızˇky. Matematicky´ popis je stejny´ jako v prˇ´ıkladeˇ v cˇa´sti 5.2. Tedy vycha´z´ıme ze
vztah˚u (45) - (47). Hodnoty parametr˚u budou
ζ1 = 1; η1 = 1;m1 = 3;n1 = 1,
ζ2 = 1; η2 = 2;m2 = 1;n2 = 1,
ζ3 = 3; η3 = 2;m3 = 1;n3 = 1,
ζ4 = 1; η4 = 3;m4 = 3;n4 = 1. (57)
Odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky 3x3 je na obra´zku 32.
Obra´zek 32: Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky z druhe´ iterace.
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Tento obraze´k se od difrakcˇn´ıho obrazce mrˇ´ızˇky 3x3 prˇ´ıliˇs neliˇs´ı, velikosti a polohy maxim
jsou stejne´. Je to da´no t´ım, zˇe maxima vytva´rˇene´ prostrˇedn´ım cˇtvercem se s maximy vytva´-
rˇeny´mi ostatn´ımi cˇtverci kryj´ı. Pouze je maly´ rozd´ıl ve tvaru maxim. V tomto prˇ´ıpadeˇ tedy
defekt v podobeˇ chybeˇj´ıc´ıho strˇedn´ıho otvoru nema´ velky´ vliv na difrakcˇn´ı obrazec.
Jako posledn´ı uvedeme mrˇ´ızˇku tvorˇenou prvn´ı a druhou iterac´ı Sierpinske´ho cˇtverce, viz
obra´zek 33.
Obra´zek 33: Mrˇ´ızˇka tvorˇena otvory vznikly´mi v prvn´ı a druhe´ iteraci.
Fourierova transformace bude da´na superpozic´ı FT prvn´ı a druhe´ iterace. Pro druhou iteraci
plat´ı
F2(X, Y ) = FU2(X, Y )S2(X,Y ), (58)
kde pro S2(X, Y ) plat´ı (viz prˇedchoz´ı cˇa´st)






























Parametry jsou da´ny vztahy (57). Ze vztahu (54) plyne



















Fourierova transformace cele´ mrˇ´ızˇky ma´ potom tvar
F (X, Y ) = F1(X,Y ) + FU2(X,Y )S2(X, Y ). (62)








Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky vytvorˇene´ prvn´ı a druhou iterac´ı Sierpinske´ho cˇtverce je na obra´zku
34.
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Obra´zek 34: Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky z prvn´ı a druhe´ iterace. A - Strˇedova´ plocha, B -
Maxima souvisej´ıc´ı s prvn´ı iterac´ı, C - Maxima souvisej´ıc´ı s druhou iterac´ı.
Velka´ b´ıla´ plocha kolem strˇedu (A) je d˚usledkem prˇ´ıliˇs velke´ propustne´ plochy ve strˇedu
mrˇ´ızˇky (otvor z prvn´ı iterace). Da´le jsou patrne´ maxima vznikle´ z difrakce na velke´m
strˇedove´m otvoru (B) a maxima vznikle´ z difrakce na mensˇ´ıch otvorech (C). Prˇi pohledu
na ostatn´ı vedlejˇs´ı maxima je patrne´, zˇe neˇktere´ z nich maj´ı vychy´lenou polohu i tvar. To je
da´no celkovou neperiodicˇnost´ı mrˇ´ızˇky.
6.1.3 Trˇet´ı iterace
Da´le vezmeme mrˇ´ızˇku, ktera´ bude tvorˇena pouze otvory ze trˇet´ı iterace Sierpinske´ho cˇtverce.
Jedna´ se vlastneˇ o periodickou mrˇ´ızˇku 9x9 s vynechany´mi otvory, viz obra´zek 35.
Obra´zek 35: Mrˇ´ızˇka tvorˇena otvory vznikly´mi ve trˇet´ı iteraci.
Zde je pro matematicky´ popis nutne´ mrˇ´ızˇku neˇjak rozumneˇ rozdeˇlit na d´ılcˇ´ı podmrˇ´ızˇky.
Zvolme v´ıceu´rovnˇove´ deˇlen´ı. Funkce S(X, Y ) bude mı´t tvar
S(X, Y ) =
3∑
i=1




kde Pij znacˇ´ı polohu d´ılcˇ´ı podmrˇ´ızˇky (viz obra´zek 35) a plat´ı pro neˇ vztah (56). Pro parametry
v tomto vztahu plat´ı
ζ1 = 3i− 2; η1 = 3j − 2;m1 = 3;n1 = 1,
ζ2 = 3i− 2; η2 = 3j − 1;m2 = 1;n2 = 1,
ζ3 = 3i; η3 = 3j − 1;m3 = 1;n3 = 1,
ζ4 = 3i− 2; η4 = 3j;m4 = 3;n4 = 1. (65)
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Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky vznikle´ pouze trˇet´ı iterac´ı je na obra´zku 36.
Obra´zek 36: A - Hlavn´ı maxima, B - Vedlejˇs´ı maxima, C - Sˇum.
Z obra´zku 36 je patrne´, zˇe hlavn´ı (A) a zbytky vedlejˇs´ıch (B) maxim jsou stejne´ jako v prˇ´ıpadeˇ
neporusˇene´ periodicke´ mrˇ´ızˇky. Sˇum (C) jsou vlastneˇ p˚uvodn´ı vedlejˇs´ı maxima vychy´lena´ ze
svy´ch poloh. To je d˚usledek chybeˇj´ıc´ıch otvor˚u v mrˇ´ızˇce.
6.1.4 Vı´ce iterac´ı
Nejprve uka´zˇeme difrakci na Sierpinske´ho cˇtverci o trˇech iterac´ıch, viz obra´zek 37.
Obra´zek 37: Trˇi iterace Sierpinske´ho cˇtverce.
Fourierova transformace te´to mrˇ´ızˇky je da´na soucˇtem FT mrˇ´ızˇek od jednotlivy´ch iterac´ı. Ty
jsou popsa´ny v kapitola´ch 6.1.3 a 6.1.2. Plat´ı
F (X,Y ) = F1(X, Y ) + FU2(X, Y )S2(X, Y ) + FU3(X, Y )S3(X,Y ), (66)
kde F1(X,Y ) je da´na vztahem (54), FU2 vztahem (60) a S2(X, Y ) vztahem (59). Pro funkci
FU3(X,Y ) plat´ı












. S3(X, Y ) je da´na vztahy (56) a (65).
Difrakcˇn´ı obrazec Sierpinske´ho cˇverce o trˇech iterac´ıch je na obra´zku 38.
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Obra´zek 38: Difrakcˇn´ı obrazec Sierpinske´ho cˇtverce o trˇech iterac´ıch. A - Maxima souvisej´ıc´ı
s trˇet´ı iterac´ı, B - Maxima souvisej´ıc´ı s druhou iterac´ı, C - B´ıla´ plocha souvisej´ıc´ı s prvn´ı
iterac´ı.
Jsou patrne´ periodicke´ vlivy (maxima) od jednotlivy´ch iterac´ı. Vedlejˇs´ı maxima jsou d´ıky
celkove´ neperiodiciteˇ jizˇ znacˇneˇ nepravidelne´. Pro lepsˇ´ı objasneˇn´ı situace kolem strˇedu vyne-
cha´me prvn´ı iteraci, viz obra´zek 39.
Obra´zek 39: Druha´ a trˇet´ı iterace Sierpinske´ho cˇtverce.
Difrakcˇn´ı obrazec druhe´ a trˇet´ı iterace je na obra´zku 40.
Obra´zek 40: Difrakcˇn´ı obrazec druhe´ a trˇet´ı iterace Sierpinske´ho cˇtverce.
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Zde je videˇt, zˇe kolem strˇedu je difrakcˇn´ı obrazec velmi podobny´ difrakcˇn´ımu obrazci pouze
druhe´ iterace (8 otvor˚u). Da´le od strˇedu se absence nejveˇtsˇ´ıho otvoru tak vy´razneˇ neproje-
vuje.
Jako posledn´ı uka´zˇeme difrakci na Sierpinske´ho cˇtverci o cˇtyrˇech iterac´ıch (viz obra´zek 28).
Difrakcˇn´ı obrazec te´to struktury je na obra´zku 41.
Obra´zek 41: Difrakcˇn´ı obrazec Sierpinske´ho cˇtverce o cˇtyrˇech iterac´ıch.
Zde je jizˇ pocˇet hlavn´ıch maxim vysˇsˇ´ı z d˚uvodu mnohem veˇtsˇ´ıho pocˇtu otvor˚u. Rovneˇzˇ
pomeˇr soucˇetu ploch vsˇech otvor˚u k celkove´ plosˇe je vysˇsˇ´ı, takzˇe mrˇ´ızˇka propousˇt´ı v´ıce
sveˇtla. Difrakcˇn´ı obrazec je tud´ızˇ take´ v´ıce osveˇtleny´.
Da´ se doka´zat, zˇe prˇi pocˇtu iterac´ı jdouc´ım k nekonecˇnu bude celkova´ plocha vsˇech otvor˚u
konvergovat k velikosti plochy cele´ho Sierpinske´ho cˇtverce (nez˚ustanou zˇa´dna´ nepropustna´
mı´sta).
Difrakcˇn´ı obrazec na´m umozˇnˇuje urcˇit o jaky´ typ struktury se jedna´. Vedlejˇs´ı maxima
se rozostrˇuj´ı se zvysˇuj´ıc´ı vzda´lenost´ı od strˇedu, vznika´ tedy urcˇity´ druh sˇumu. To na´m
signalizuje, zˇe se nejedna´ o cˇisteˇ periodickou strukturu, ale jistou formu kvaziperiodicity. Na
druhou stranu neexistuje hranice, kde by sˇum prˇebil hlavn´ı maxima. Hlavn´ı maxima se se
zvysˇuj´ıc´ı vzda´lenost´ı sta´le objevuj´ı, nav´ıc s pomeˇrneˇ vysokou intenzitou. A v neposledn´ı rˇadeˇ
difrakcˇn´ı obrazec sa´m vykazuje zna´mky sobeˇpodobnosti. Z teˇchto poznatk˚u nevyhnutelneˇ
plyne, zˇe se jedna´ o frakta´lovou strukturu. Z prakticke´ho hlediska je d˚ulezˇite´, zˇe tento za´veˇr
je dosazˇitelny´ pouhy´m pohledem na difrakcˇn´ı obrazec.
6.2 H-frakta´lova´ mrˇ´ızˇka
Dalˇs´ı zaj´ımavou frakta´lovou strukturou je H-frakta´lova´ mrˇ´ızˇka, viz [5]. Prakticke´ vyuzˇit´ı
nacha´z´ı prˇedevsˇ´ım v aplikovane´ optice, v komunikacˇn´ıch syste´mech ultravysoky´ch frekvenc´ı
(ante´nn´ı syste´my) a nejnoveˇji take´ v oblasti metamateria´l˚u, cozˇ jsou struktury umeˇle vytvo-
rˇene´, maj´ıc´ı neprˇirozene´ fyzika´ln´ı vlastnosti, naprˇ. negativn´ı index lomu. Postup vytva´rˇen´ı
H-struktury je iteracˇn´ı. Vy´choz´ım tvarem je cˇa´ra dane´ tlousˇt’ky ve tvaru p´ısmene H. Obeˇ
ramena i spojnice mezi nimi maj´ı stejnou de´lku d. Postup pak prob´ıha´ v na´sleduj´ıc´ıch kroc´ıch:
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1. Na konci kazˇde´ho ramene vytvorˇ´ıme dalˇs´ı cˇa´ru ve tvaru H tak, zˇe strˇed spojnice bude





2. Krok 1 opakujeme na vsˇech noveˇ vznikly´ch konc´ıch ramen.
Z podobny´ch d˚uvod˚u jako v prˇ´ıpadeˇ Sierpinske´ho cˇtverce urcˇ´ıme prˇedem pocˇet iterac´ı S,
po ktere´m se proces zastav´ı. Prˇi nekonecˇne´m pocˇtu iterac´ı by totizˇ struktura pokryla celou
vy´choz´ı plochu. Po skoncˇen´ı cyklu jesˇteˇ prˇida´me na konec vsˇech ramen vodorovnou cˇa´ru
(spojnice dalˇs´ıho H). H-mrˇ´ızˇka o trˇech iterac´ıch je na obra´zku 42.
Obra´zek 42: H-frakta´lova´ mrˇ´ızˇka.











V nasˇem prˇ´ıpadeˇ je tedy n = 4 a s = 1
2
, Hausdorffova dimenze je tedy D = 2.
Prˇ´ıspeˇvek k difrakcˇn´ımu obrazci H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky od i-te´ iterace je da´n vztahem



































, i = 2n,
(71)
kde d je de´lka spojnice vy´choz´ıho tvaru H, w je sˇ´ıˇrka cˇa´ry a n je prˇirozene´ cˇ´ıslo.
Difrakcˇn´ı obrazec cele´ struktury je opeˇt da´n superpozic´ı, tedy
F (X, Y ) =
N∑
i=1
Fi(X, Y ). (72)
Difrakcˇn´ı obrazec H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky je na obra´zku 43.
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Obra´zek 43: Difrakcˇn´ı obrazec H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky.
Rozeberme nyn´ı difrakcˇn´ı obrazec postupneˇ po jednotlivy´ch iterac´ıch podobneˇ jako v
prˇ´ıpadeˇ Sierpinske´ho cˇtverce.
6.2.1 Prvn´ı iterace
H-mrˇ´ızˇka o jedne´ iteraci je na obra´zku 44.
Obra´zek 44: 1. iterace H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky.
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ je d = 50 a w = 1. Fourierova transformace te´to struktury je tedy















Prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı obrazec je na obra´zku 45.
Obra´zek 45: Difrakcˇn´ı obrazec 1. iterace H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky.
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Zde je motiv tvorˇ´ıc´ı mrˇ´ızˇku jesˇteˇ pomeˇrneˇ jednoduchy´, takzˇe difrakcˇn´ı obrazec by se dal
spocˇ´ıtat i jako soucˇet prˇ´ıspeˇvk˚u od jednotlivy´ch sˇteˇrbin (obde´ln´ık˚u), tvorˇ´ıc´ıch p´ısmeno H.
Pro srovna´n´ı ukazˇme mrˇ´ızˇku tvorˇenou pouze dveˇma svisly´mi sˇteˇrbinami de´lky d, viz obra´zek
46.
Obra´zek 46: Dveˇ svisle´ sˇteˇrbiny de´lky d.
Odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec je na obra´zku 47.
Obra´zek 47: Difrakcˇn´ı obrazec odpov´ıdaj´ıc´ı dveˇma svisly´m sˇteˇrbina´m de´lky d.
Z porovna´n´ı obra´zk˚u 47 a 45 je hned patrne´ ze difrakcˇn´ı obrazec odpov´ıdaj´ıc´ı prvn´ı iteraci
H-mrˇ´ızˇky obsahuje motiv viditelny´ na difrakcˇn´ım obrazci, ktery´ odpov´ıda´ dveˇma svisly´m
sˇteˇrbina´m.
6.2.2 Prvn´ı dveˇ iterace
H-mrˇ´ızˇka o dvou iterac´ıch je na obra´zku 48.
Obra´zek 48: 1. a 2. iterace H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky
Fourierova transformace bude ve tvaru
F (X,Y ) = F1(X, Y ) + F2(X, Y ), (74)
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kde F1(X, Y ) vypocˇ´ıta´me ze vztahu 73 a pro F2(X, Y ) plat´ı






Vy´sledna´ FT bude tedy











Prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı obrazec je na obra´zku 49.
Obra´zek 49: Difrakcˇn´ı obrazec 1. a 2. iterace H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky.
6.2.3 Prvn´ı trˇi iterace
Prˇ´ıspeˇvek k Fourieroveˇ transformaci od trˇet´ı iterace ma´ tvar






















H-frakta´lova´ mrˇ´ızˇka o trˇech iterac´ıch je na obra´zku 42, prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı obrazec je na
obra´zku 43. Stejneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ Sierpinske´ho cˇtverce je ze neˇho hned patrne´, zˇe mrˇ´ızˇka byla
popsa´na frakta´lneˇ: intenzita hlavn´ıch maxim se zvysˇuj´ıc´ı se vzda´lenost´ı od strˇedu nesla´bne
(jako v prˇ´ıpadeˇ periodicke´ mrˇ´ızˇky), projevuje se zde sˇum (jako v prˇ´ıpadeˇ kvaziperiodicke´
mrˇ´ızˇky) a v obrazci je patrna´ sobeˇpodobnost (v rozmı´steˇn´ı hlavn´ıch maxim).
6.3 Kochova vlocˇka
Nyn´ı zkoumejme frakta´l jako popis hranice objektu. Pro tento u´cˇel mu˚zˇe dobrˇe poslouzˇit
naprˇ´ıklad Kochova vlocˇka. Vy´choz´ım tvarem je rovnostranny´ troju´heln´ık. Postup je na´sledu-
j´ıc´ı.
1. Kazˇdou u´secˇku rozdeˇl´ıme na trˇi stejneˇ dlouhe´ u´seky, prostrˇedn´ı u´sek vyjmeme.
2. Nad vyjmuty´m u´sekem vztycˇ´ıme dveˇ u´secˇky, ktere´ maj´ı stejnou de´lku jako vyjmuty´
u´sek a maj´ı jeden spolecˇny´ bod.
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3. Kroky 1 a 2 opakujeme pro vsˇechny noveˇ vznikle´ u´secˇky.
Opeˇt je nutne´ prˇedem urcˇit pocˇet iterac´ı S, po ktery´ch se proces zastav´ı. Kochova vlocˇka o
trˇech iterac´ıch je na obra´zku 50.
Obra´zek 50: Kochova vlocˇka o trˇech iterac´ıch.
Odpov´ıdaj´ıc´ı difrakcˇn´ı obrazec je na obra´zku 51.
Obra´zek 51: Difrakcˇn´ı obrazec Kochovy vlocˇky o trˇech iterac´ıch.
Da´le od strˇedu vznika´ o neˇco v´ıce sˇumu z d˚uvodu neprˇesnosti vlocˇky v trˇet´ı iteraci (vysoke´
prostorove´ frekvence). Ukazˇme si proto Kochovu vlocˇku pouze se dveˇma iteracemi (obra´zek
52) a prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı obrazec (obra´zek 53).
Obra´zek 52: Kochova vlocˇka o dvou iterac´ıch.
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Obra´zek 53: Difrakcˇn´ı obrazec Kochovy vlocˇky o dvou iterac´ıch.
Na difrakcˇn´ıch obrazc´ıch jsou v obou prˇ´ıpadech jasneˇ viditelne´ vsˇechny atributy difrakcˇn´ıho
obrazce, ktery´ odpov´ıda´ frakta´ln´ımu u´tvaru: sˇum, vysoka´ intenzita hlavn´ıch maxim (i da´le
od strˇedu) a sobeˇpodobnost u jejich rozmı´steˇn´ı. Zvla´sˇteˇ na obra´zku 53 je ovsˇem nav´ıc patrna´
osova´ soumeˇrnost podle sˇesti r˚uzny´ch os, stejneˇ jako je osoveˇ soumeˇrny´ p˚uvodn´ı objekt
(obra´zek 52). Rovneˇzˇ podle sˇesti os. To je urcˇiteˇ d˚ulezˇita´ vlastnost, ktera´ na´m umozˇn´ı pouze
podle difrakcˇn´ıho obrazce le´pe popsat frakta´ln´ı strukturu, ktere´ tento obrazec odpov´ıda´.
6.4 Hausdorffova dimenze
Dalˇs´ı d˚ulezˇitou vlastnost´ı difrakcˇn´ıho obrazce je mozˇnost urcˇen´ı Hausdorffovy dimenze objek-
tu tvorˇ´ıc´ıho mrˇ´ızˇku. Plat´ı totizˇ
I(r) ∝ r−D, (78)
kde r urcˇuje vzda´lenost bodu od strˇedu, tedy
r =
√
X2 + Y 2 (79)
aD je Hausdorffova dimenze. V praxi je ovsˇem nutno vz´ıt v u´vahu vsˇechny body se vzda´lenost´ı
r od strˇedu, tedy kruzˇnici o polomeˇru r. Provedeme to tak, zˇe kruzˇnici rozdeˇl´ıme na neˇkolik
(naprˇ 360) stejneˇ dlouhy´ch oblouk˚u, v jejichzˇ strˇedech vypocˇ´ıta´me hodnotu intenzity. Vsˇechny















kde N je pocˇet oblouk˚u, na ktere´ rozdeˇl´ıme kruzˇnici (neboli pocˇet bod˚u, v nichzˇ pocˇ´ıta´me






ln(Ir(r)) = (−D) ln r. (81)
D bude tedy mozˇno urcˇit ze smeˇrnice grafu. Prˇedt´ım je ovsˇem nutno graf vhodneˇ prolozˇit
prˇ´ımkou. Jej´ı smeˇrnice pak urcˇ´ı Hausdorffovu dimenzi D. Prˇ´ımku je mozˇne´ naprˇ´ıklad umı´stit
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tak, aby procha´zela loka´ln´ımi maximy grafu, nebo je mozˇne´ pouzˇ´ıt naprˇ´ıklad metodu nej-
mensˇ´ıch cˇtverc˚u. Nejdrˇ´ıve proved’me tuto analy´zu pro klasicke´ nefrakta´ln´ı u´tvary a to sˇteˇrbinu
a cˇtverec. Apertura tvorˇena´ sˇteˇrbinou je na obra´zku 54, prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı obrazec je na
obra´zku 55. Apertura tvorˇena´ cˇtvercovy´m otvorem je na obra´zku 15, prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı
obrazec je na obra´zku 16.
Obra´zek 54: Mrˇ´ızˇka tvorˇena´ sˇteˇrbinou.
Obra´zek 55: Difrakcˇn´ı obrazec mrˇ´ızˇky tvorˇene´ sˇteˇrbinou.
Grafy za´vislosti soucˇtu intenzit na vzda´lenosti od strˇedu (v logaritmicky´ch sourˇadnic´ıch)
spolu s prolozˇenou prˇ´ımkou jsou na obra´zc´ıch 56 a 57.
Obra´zek 56: Graf za´vislosti Ir na r pro sˇteˇrbinu.
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Obra´zek 57: Graf za´vislosti Ir na r pro cˇtverec.
Nyn´ı zvol´ıme dva body lezˇ´ıc´ı na prˇ´ımce a1 = [x1, y1] a a2 = [x2, y2]. Velikost Hausdoroffovy
dimenze D dostaneme pomoc´ı vztahu
D =
|y1 − y2|
|x1 − x2| . (82)
Pro sˇteˇrbinu vyjde D prˇiblizˇneˇ 1, pro cˇtverec prˇiblizˇneˇ 2, cozˇ je v souladu se skutecˇnost´ı
(sˇteˇrbina je jednorozmeˇrny´ u´tvar, zat´ımco cˇtverec dvourozmeˇrny´). Nyn´ı prˇejdeˇme k analy´ze
Hausdorffovy dimenze pro frakta´ln´ı u´tvary. Zde v nasˇem prˇ´ıpadeˇ nara´zˇ´ıme na neˇkolik proble´-
mu˚, ktere´ zkresluj´ı graf. Prˇedneˇ, nasˇe frakta´ln´ı mrˇ´ızˇky maj´ı pouze trˇi iterace. Prˇi prokla´da´n´ı
grafu prˇ´ımkou je potrˇeba se zameˇrˇit prˇeva´zˇneˇ na vysˇsˇ´ı prostorove´ frekvence (hodnoty na
prave´ straneˇ grafu). Teˇch bychom ovsˇem z´ıskali v´ıc, pokud bychom meˇli v´ıce iterac´ı. Jiny´mi
slovy, s rostouc´ım pocˇtem iterac´ı roste
”
frakta´lnost“ u´tvaru. Dalˇs´ım proble´mem je, zˇe prˇi
vysˇsˇ´ıch prostorovy´ch frekvenc´ıch (da´le od strˇedu difrakcˇn´ıho obrazce) maj´ı kruzˇnice veˇtsˇ´ı
polomeˇr a mezi jednotlivy´mi body, ve ktery´ch zjiˇst’ujeme intenzitu, jsou veˇtsˇ´ı vzda´lenosti.
Dı´ky teˇmto fakt˚um mohou mı´t grafy soucˇt˚u intenzit frakta´lovy´ch objekt˚u
”
zvla´sˇtn´ı“ tvar,
d´ıky neˇmuzˇ je obt´ızˇne´ prolozˇit spra´vneˇ prˇ´ımku, ktera´ urcˇuje Hausdorffovu dimenzi. Na
obra´zc´ıch 58, 59 a 60 jsou grafy prˇ´ıslusˇej´ıc´ı po rˇadeˇ H-frakta´love´ mrˇ´ızˇce, Kochoveˇ vlocˇce
a Sierpinske´ho cˇtverci. Prˇ´ımky jsou prolozˇeny tak, aby jejich sklon odpov´ıdal jejich skutecˇne´
Hausdorffoveˇ dimenzi.
Obra´zek 58: Graf za´vislosti Ir na r pro H-frakta´lovou mrˇ´ızˇku, D = 2.
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Obra´zek 59: Graf za´vislosti Ir na r pro Kochovu vlocˇku, D = 1, 26.
Obra´zek 60: Graf za´vislosti Ir na r pro Kochovu vlocˇku, D = 1, 89.
Z obra´zk˚u je patrne´, zˇe spra´vneˇ prolozˇene´ prˇ´ımky jednotlive´ grafy rozumneˇ vystihuj´ı.
Nab´ız´ı se na´m tedy mozˇnost jak pouze pomoc´ı difrakcˇn´ıho obrazce urcˇit d˚ulezˇitou charak-
teristiku prˇ´ıslusˇne´ mrˇ´ızˇky: jej´ı Hausdorffovu dimenzi.
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7 Frakta´love´ zona´ln´ı desticˇky
Jednou z dalˇs´ıch aplikac´ı frakta´l˚u v optice je frakta´love´ rˇazen´ı zo´n nebo podobny´ch difrakcˇn´ıch
element˚u v r˚uzny´ch zobrazovac´ıch difrakcˇn´ıch cˇocˇka´ch nebo zona´ln´ıch desticˇka´ch. Da´le bude-
me bra´t v u´vahu pouze bina´rn´ı zona´ln´ı desticˇky. Bina´rn´ı zona´ln´ı desticˇka je rotacˇneˇ symet-
ricka´ struktura, ve ktere´ se strˇ´ıdaj´ı cˇerna´ (nepropustna´) a b´ıla´ (propustna´) mezikruzˇ´ı (zo´ny).
Takova´ desticˇka je na obra´zku 61.
Obra´zek 61: Bina´rn´ı zona´ln´ı desticˇka.
Zona´ln´ı desticˇka ma´ d´ıky difrakci podobne´ opticke´ vlastnosti jako klasicka´ cˇocˇka.
Soucˇasny´ trend v optice ukazuje, zˇe difrakcˇn´ı obrazce generovane´ z r˚uzny´ch frakta´lovy´ch
struktur vykazuj´ı zaj´ımave´ fyzika´ln´ı vlastnosti, ktere´ jsou nav´ıc veˇtsˇinou nedosazˇitelne´ v op-
tice
”
klasicky´ch“ difrakcˇn´ıch struktur. Ucˇebnicovy´ prˇ´ıpad takove´ho chova´n´ı je naprˇ. dosazˇen´ı
inverzn´ı disperze, tedy disperze sveˇtla s opacˇny´m pr˚ubeˇhem nezˇ je zna´mo z klasicke´ optiky.
Dı´ky tomu takove´ prvky nacha´zej´ı uplatneˇn´ı v kompenzaci disperzn´ıch vad opticky´ch zobra-
zovac´ıch soustav. Zaby´vejme se tedy zona´ln´ı desticˇkou, kde umı´steˇn´ı a velikost jednotlivy´ch
mezikruzˇ´ı je popsa´na frakta´lem, naprˇ´ıklad Cantorovou mnozˇinou, viz [7] . Vzhledem k rotacˇn´ı
symetrii zona´ln´ıch desticˇek bude da´le vhodne´ zaby´vat se pouze rˇezy desticˇkami. Zona´ln´ı
desticˇka popsana´ Cantorovou mnozˇinou mu˚zˇe v rˇezu vypadat jako na obra´zku 62.
Obra´zek 62: Nahorˇe rˇez zona´ln´ı desticˇkou popsanou Cantorovou mnozˇinou, dole rˇez
odpov´ıdaj´ıc´ı klasickou zona´ln´ı desticˇkou.
Z obra´zku 62 je patrne´, zˇe zona´ln´ı desticˇka popsana´ Cantorovou mnozˇinou je vlastneˇ klasicka´
periodicka´ zona´ln´ı desticˇka s vynechany´mi neˇktery´mi zo´nami.
Nyn´ı se veˇnujme analy´ze intenzity sveˇtla za desticˇkou, v ose desticˇky. Prˇi pouzˇit´ı tzv.
Fresnelovy aproximace pro male´ u´hly je intenzita sveˇtla pode´l osy da´na funkc´ı vzda´lenosti
41















kde a je maxima´ln´ı polomeˇr desticˇky (viz obra´zek 62), p(r0) je funkce propustnosti pro
konkre´tn´ı polomeˇr r0 a λ je vlnova´ de´lka. Pro nasˇe potrˇeby bude vhodneˇjˇs´ı zave´st novou
promeˇnnou ξ, pro kterou plat´ı
ξ = (r0/a)
2 − 0, 5. (84)
Da´le je tedy nutne´ pouzˇ´ıt novou funkci propustnosti q(ξ) pro kterou plat´ı
q(ξ) = p(r0). (85)





Po dosazen´ı teˇchto vztah˚u do rovnice (83) dostaneme
I0(u) = 4pi
2u2
∣∣∣∣∫ 0,5−0,5 q(ξ) exp(−i2piuξ)dξ
∣∣∣∣2 , (87)
cozˇ je vztah pro Fourierovu transformaci. Nyn´ı je tedy nutne´ stanovit funkci propustnosti
q(ξ). Pro porovna´n´ı vlastnost´ı frakta´lovy´ch zona´ln´ıch desticˇek se nejdrˇ´ıve zaby´vejme kla-
sickou Fresnelovou zona´ln´ı desticˇkou. Pro ni plat´ı, zˇe polomeˇry strˇ´ıdaj´ıc´ıch se propustny´ch a
nepropustny´ch zo´n jsou u´meˇrne´ druhe´ odmocnineˇ cely´ch cˇ´ısel. Ve vztaz´ıch da´le pro prˇ´ıpad
Fresnelovy zona´ln´ı desticˇky pouzˇ´ıvejme indexy ZP (Zonal Plate). S vyuzˇit´ım vztahu (84)
zjist´ıme, zˇe funkce propustnosti q(ξ) Fresnelovy zona´ln´ı desticˇky je tzv. Ronchiho periodicka´
bina´rn´ı funkce s periodou P. Ta se da´ matematicky popsat jako














kde funkce mod(x, y) uda´va´ zbytek po celocˇ´ıselne´m deˇlen´ı hodnoty x hodnotou y.
S vyuzˇit´ım vztahu (88) pak mu˚zˇeme popsat funkci propustnosti desticˇky dane´ Cantorovou
mnozˇinou (budeme pouzˇ´ıvat indexy FZP - Fractal Zone Plate). Pak je funkce q(ξ) da´na jako










kde S urcˇuje pocˇet iterac´ı a N je prˇirozene´ cˇ´ıslo, ktere´ urcˇuje na kolik d´ıl˚u se v prvn´ı iteraci
rozdeˇl´ı vy´choz´ı u´secˇka. Oznacˇ´ıme-li pocˇet d´ıl˚u jako k, pak plat´ı
k = 2N − 1. (90)
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ se jedna´ o triadickou Cantorovou mnozˇinu, tedy k = 3. Potom tedy N = 2.
Na obra´zku 63 je srovna´n´ı klasicke´ Fresnelovy zona´ln´ı desticˇky a frakta´ln´ı zona´ln´ı desticˇky,
popsane´ Cantorovou mnozˇinou.
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Obra´zek 63: Vlevo klasicka´ Fresnelova zona´ln´ı desticˇka, vpravo frakta´lova´ zona´ln´ı desticˇka.
S vyuzˇit´ım veˇty o konvoluci Fourierovy transformace lze doka´zat, zˇe vztah (83) pro intenzitu
prˇejde v prˇ´ıpadeˇ frakta´love´ zona´ln´ı desticˇky na vztah


















Pro klasickou Fresnelovu zona´ln´ı desticˇku zase plat´ı











kde M je pocˇet propustny´ch mezikruzˇ´ı a spocˇ´ıta´ se jako
N = d(2N − 1)S/2e. (93)
dxe znacˇ´ı horn´ı celou cˇa´st cˇ´ısla x, neboli nejmensˇ´ı cele´ cˇ´ıslo, ktere´ je veˇtsˇ´ı nezˇ cˇ´ıslo x, viz [6].
Nyn´ı mu˚zˇeme sestrojit grafy za´vislost´ı intenzity na sourˇadnici u. Na obra´zku 64 vpravo
jsou grafy intenzit na frakta´love´ zona´ln´ı desticˇce pro r˚uzne´ pocˇty iterac´ı S. Na obra´zku 64
vlevo jsou intenzity od odpov´ıdaj´ıc´ıch klasicky´ch Fresnelovy´ch desticˇek.
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Obra´zek 64: Vpravo intenzity prˇ´ıslusˇ´ıc´ı frakta´lovy´m zona´ln´ım desticˇka´m, vlevo intenzity
prˇ´ıslusˇ´ıc´ı klasicky´m Fresnelovy´m zona´ln´ım desticˇka´m.
Zat´ımco graf intenzity pro klasickou Fresnelovu zona´ln´ı desticˇku ma´ pouze jedno loka´ln´ı
maximum (ktere´ je za´rovenˇ maximem globa´ln´ım), graf intenzity pro frakta´ln´ı desticˇku ma´
loka´ln´ıch maxim v´ıce. Nav´ıc je na tomto grafu opeˇt jasneˇ viditelna´ sobeˇpodobnost, podle
ktere´ lze usoudit, zˇe desticˇka ma´ frakta´ln´ı usporˇa´da´n´ı.
Podobnou strukturou jako bina´rn´ı zona´ln´ı desticˇka je fa´zova´ mrˇ´ızˇka. Je to opeˇt rotacˇneˇ sy-
metricka´ struktura, ovsˇem jej´ı zo´ny nejsou tvorˇeny propustny´mi a nepropustny´mi mezikruzˇ´ımi,
ny´brzˇ mezikruzˇ´ımi, v nichzˇ se v za´vislosti na zmeˇneˇ polomeˇru meˇn´ı vy´sˇka nad za´kladn´ı
rovinou. U´cˇel bina´rn´ı i fa´zove´ desticˇky je stejny´ (fokus - podobneˇ jak klasicka´ cˇocˇka),
ovsˇem fa´zova´ mrˇ´ızˇka vykazuje lepsˇ´ı vlastnosti a ma´ vysˇsˇ´ı u´cˇinnost. Specia´ln´ım prˇ´ıpadem
fa´zove´ mrˇ´ızˇky je tzv. d’a´blova cˇocˇka (devil’s lens) [8], kde usporˇa´da´n´ı zo´n je definova´no
pomoc´ı frakta´lu (naprˇ. Cantorova mnozˇina, podobneˇ jako u frakta´ln´ıch bina´rn´ıch mrˇ´ızˇek).
Usporˇa´da´n´ı fa´zovy´ch mrˇ´ızˇek je le´pe patrne´ z obra´zku 65. Nahorˇe d’a´blova cˇocˇka vytvorˇena´
na za´kladeˇ Cantorovy mnozˇiny, dole klasicka´ fa´zova´ mrˇ´ızˇka. Obeˇ struktury jsou zobrazeny
v normovany´ch radia´ln´ıch sourˇadnic´ıch, kde a je polomeˇr cele´ho objektu a r je konkre´tn´ı
polomeˇr.
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Obra´zek 65: Nahorˇe d’a´blova cˇocˇka vytvorˇena´ na za´kladeˇ Cantorovy mnozˇiny, dole
odpov´ıdaj´ıc´ı klasicka´ fa´zova´ mrˇ´ızˇka.
Opeˇt lze na d’a´blovu cˇocˇku pohl´ızˇet jako na klasickou fa´zovou mrˇ´ızˇku neˇktery´mi s vynechany´mi
fa´zovy´mi zo´nami. Rˇez takovou strukturou se v mnoha ohledech podoba´ rˇezu strukturou
Nanobaby (viz kapitola 2), takzˇe i v prˇ´ıpadeˇ nanoryt´ı by se jisteˇ nasˇlo uplatneˇn´ı pro frakta´ly.
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8 Za´veˇr
V te´to pra´ci bylo pojedna´no o neˇktery´ch mozˇnostech vyuzˇit´ı frakta´l˚u v bezpecˇnostn´ıch
opticky´ch prvc´ıch (hologramech). K posouzen´ı pravosti takove´ho prvku je nutne´ co nejprˇesneˇji
analyzovat strukturu prvku. Za´rovenˇ je ovsˇem nutne´, aby tato analy´za nevyzˇadovala slozˇite´
laboratorn´ı prostrˇed´ı a poda´vala prˇesne´, ale dostatecˇneˇ vy´mluvne´ za´veˇry. Meˇlo by j´ıt na
prvn´ı pohled poznat, zˇe hologram byl vytvorˇen neˇjakou vysoce sofistikovanou technikou
Jako u´cˇinny´ prostrˇedek k analy´ze slozˇity´ch mikroskopicky´ch struktur (rozliˇsen´ı azˇ 500 000
dpi), ktere´ tvorˇ´ı bezpecˇnostn´ı prvek, se jev´ı pouzˇit´ı difrakcˇn´ıho obrazce. V praxi totizˇ stacˇ´ı
prosv´ıtit objekt sveˇtelny´m paprskem (laserem) a na st´ın´ıtku se objev´ı prˇ´ıslusˇny´ difrakcˇn´ı
obrazec. Ten na´m poskytne informace o prostorove´m usporˇa´da´n´ı struktury. Hlavn´ı na´pln´ı
te´to pra´ce je tedy prˇedevsˇ´ım zkouma´n´ı vlastnost´ı difrakcˇn´ıch obrazc˚u na´lezˇ´ıc´ıch frakta´ln´ım
struktura´m.
I kdyzˇ je zada´n´ı te´to pra´ce zameˇrˇeno na aplikaci frakta´l˚u v bezpecˇnostn´ıch opticky´ch
prvc´ıch, nen´ı tato teorie jesˇteˇ dostatecˇneˇ zpracova´na a publikova´na (difrakce na frakta´lech
se v literaturˇe objevuje asi od poloviny devadesa´ty´ch let, spojen´ı frakta´l˚u a opticky´ch
bezpecˇnostn´ıch prvk˚u se v literaturˇe zat´ım te´meˇrˇ nevyskytuje). Proto se brzy uka´zalo,
zˇe bude v te´to pra´ci nutno podrobneˇ popsat nejen obecneˇ frakta´ly a jejich odpov´ıdaj´ıc´ı
difrakcˇn´ı obrazce, ale take´ struktury jednodusˇsˇ´ı, a to struktury periodicke´ a kvaziperiodicke´,
ktere´ tvorˇily za´klad pro popis cele´ho proble´mu. Vlastnosti jejich difrakcˇn´ıch obrazc˚u totizˇ
u´zce souvisej´ı s vlastnostmi difrakcˇn´ıch obrazc˚u, na´lezˇ´ıc´ıch frakta´l˚um, a bez jejich znalost´ı
bychom analy´zu frakta´ln´ıch u´tvar˚u jen teˇzˇko mohli prove´st.
Difrakcˇn´ı obrazec prˇ´ıslusˇej´ıc´ı strukturˇe definovane´ frakta´lem ma´ rˇadu unika´tn´ıch a na
prvn´ı pohled rozpoznatelny´ch vlastnost´ı, ktere´ umozˇn´ı urcˇit, zˇe p˚uvodn´ı struktura byla
popsa´na frakta´lem. Je to naprˇ´ıklad sobeˇpodobnost v rozlozˇen´ı maxim v difrakcˇn´ım obrazci,
se kterou souvis´ı vysˇsˇ´ı intenzita maxim da´le od strˇedu obrazce, apod. Uved’me prakticky´
prˇ´ıklad: Pokud by se padeˇlatel snazˇil napodobit hologram, obsahuj´ıc´ı frakta´ln´ı prvky v obrov-
ske´m rozliˇsen´ı, bude pro neˇho technicky velice na´rocˇne´ zobrazit veˇrneˇ tuto strukturu tak,
aby byla striktneˇ frakta´ln´ı (nejsp´ıˇse nebude v˚ubec tusˇit, zˇe ma´ co do cˇineˇn´ı s frakta´lem).
Pravdeˇpodobneˇ tedy pouzˇije (trˇeba i neveˇdomky) neˇjakou aproximaci. Pokud potom prˇi kon-
trole pravosti takovy´ hologram prosv´ıt´ıme laserem, bude hned z difrakcˇn´ıho obrazce zrˇejme´,
zˇe se jedna´ o padeˇlek.
V prvn´ı kapitole je obecneˇ popsa´na problematika frakta´l˚u, jejich vlastnosti a vy´pocˇet
Hausdorffovy dimenze. Jsou uvedeny dna konkre´tn´ı prˇ´ıklady frakta´l˚u. Druha´ kapitola je
veˇnova´na bezpecˇnostn´ım opticky´m prvk˚um a jejich r˚uzny´m typ˚um. Ve trˇet´ı kapitole je
popsa´n princip Fraunhoferovy difrakce a pouzˇit´ı Fourierovy transformace jako matematicke´ho
apara´tu pro vy´pocˇet difrakce. V na´sleduj´ıc´ı kapitole jsme se veˇnovali periodicky usporˇa´dane´
mrˇ´ızˇce a vy´pocˇtu jej´ıho difrakcˇn´ıho obrazce. Pa´ta´ kapitola se zaby´va´ kvaziperiodickou mrˇ´ızˇ-
kou, cozˇ je periodicky usporˇa´dana´ struktura s drobny´mi odliˇsnostmi. Je prozkouma´no neˇkolik
druh˚u kvaziperiodicity a jejich vliv na difrakcˇn´ı obrazec. Kapitola sˇest rozsa´hleji pojedna´va´
o difrakci na frakta´ln´ıch struktura´ch. Postupneˇ jsou analyzova´ny jednotlive´ iterace Sier-
pinske´ho cˇtverce a H-frakta´love´ mrˇ´ızˇky s c´ılem urcˇit obecne´ vlastnosti difrakcˇn´ıch obrazc˚u
prˇ´ıslusˇej´ıc´ıch frakta´l˚um. Da´le je prozkouma´na mozˇnost urcˇen´ı Hausdorffovy dimenze z difrak-
cˇn´ıho obrazce. V sedme´ kapitole je popsa´n jiny´ druh difrakcˇn´ıho prvku, rovneˇzˇ vyuzˇ´ıvane´ho
v bezpecˇnostn´ı optice: tzv. zona´ln´ı desticˇka. I ta mu˚zˇe by´t definova´na frakta´lneˇ. V te´to
kapitola je tedy uvedeno srovna´n´ı vlasnost´ı klasicke´ a frakta´ln´ı zona´ln´ı desticˇky.
Vyuzˇ´ıva´n´ı frakta´l˚u v bezpecˇnostn´ıch opticky´ch prvc´ıch ma´ zrˇejmeˇ velkou budoucnost.
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Toto odveˇtv´ı jeˇsˇteˇ nen´ı dostatecˇneˇ prozkouma´no, cozˇ prˇedstavuje na´skok vy´robc˚u hologramu˚
prˇed padeˇlateli. Na druhou stranu je nutne´ prozkoumat do hloubky jednotlive´ frakta´ly, jejich
konkre´tn´ı vlivy na difrakcˇn´ı obrazec a dalˇs´ı na´lezˇitosti, cozˇ znacˇneˇ prˇesahuje ra´mec te´to
pra´ce. Ta si klade za c´ıl prˇedevsˇ´ım sezna´mit cˇtena´rˇe s r˚uzny´mi typy frakta´l˚u, ktere´ by se
daly v oblasti bezpecˇnostn´ı optiky pouzˇ´ıt. Da´le se snazˇ´ı obecneˇ popsat jejich odpov´ıdaj´ıc´ı
difrakcˇn´ı obrazce, stanovit jejich za´kladn´ı atributy a prozkoumat souvislosti teˇchto atribut˚u
s vlastnostmi jednodusˇsˇ´ıch struktur.
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